Definition des Riemann-Integrals
Bei dem Vorhaben, die Fläche von Ordinatenmengen beschränkter Funktionen 
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 zu berechnen, sind wir auf die folgenden äquivalenten Voraussetzungen gestoßen:
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Dabei entstammen die beiden ersten Aussagen der Äquivalenzenkette dem Konzept der Unter- und Obersummen und die letzte Aussage dem Konzept der Riemannschen Summen.

Die Sichtweise der Flächenberechnung soll nun nicht mehr im Vordergrund stehen, sondern wir wollen uns etwas abstrakter mit Funktionen 
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 beschäftigen, für die 
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 ist, und die wir in der Menge 
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 der Riemann-integrierbaren Funktionen zusammen fassen wollen. 

Definition 1
(Riemann-Integral)

Gegeben sei eine Funktion 
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. Existiert eine reelle Zahl I mit der Eigenschaft, daß es für alle ( > 0 ein ((() > 0 gibt, so daß für alle Zerlegungen Z mit ((Z) < ((() bei freier Zwischenpunktwahl 
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gilt, so heißt diese Zahl I das Riemann-Integral von f über 
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bezeichnet. Die Funktion f selbst wird als Riemann-integrierbar (R-integrierbar) bezeichnet.

Anmerkung:
Dieses Symbol – ein stilisiertes S – geht auf Leibniz zurück, der diese Rechenart zunächst „calculus summatorius“ und später „calculus integralis“ nannte.

Diese Schreibweise ist sehr suggestiv, da das Symbol stets an das Aufsummieren der Rechteckflächen und den Grenzübergang erinnert.

Die Konvergenz der Riemannschen Summen zur Funktion f in Definition 1 führt dazu, daß notwendigerweise f beschränkt ist. Dies genau führt die nachfolgende Bemerkung aus.

Bemerkung 1
(Beschränktheit R-integrierbarer Funktionen)

Ist eine Funktion 
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 R-integrierbar, so ist sie notwendigerweise beschränkt.

Zum Nachweis der Bemerkung nehmen wir an, daß die R-integrierbare Funktion f unbeschränkt sei – und zwar nach oben (anderenfalls betrachten wir -f). Dann gibt es wenigstens ein 
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, so daß für jede (-Umgebung 
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Ist nun 
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 irgendeine Zerlegung des Intervalls, die u nicht als Zerlegungspunkt enthält, dann gibt es ein Teilintervall 
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ist, finden wir zu jeder beliebig großen Zahl K > 0 ein 
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 im j-ten Teilintervall mit
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Damit sind wir in der Lage, eine gegen 
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 divergierende Riemannfolge zu konstruieren im Widerspruch zur Konvergenz der Riemannschen Summen.

Im folgenden wollen wir eine andere Definition des Riemann-Integrals untersuchen und schließlich zeigen, daß beide Definitionen des R-Integrals äquivalent sind. Hierzu betrachten wir beschränkte Funktionen 
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existieren (siehe Blatt Unter- und Obersummen).

Definition 2
(Unter- und Oberintegral)



Sei  
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 eine beschränkte Funktion. Dann heißt
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das Unterintegral von f und
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das Oberintegral von f.

Bemerkung 2
(Eigenschaften von Unter- und Oberintegral)

Sei 
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 eine beschränkte Funktion. Dann gilt für Unter- und Oberintegral:
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Darüber hinaus gibt es zu jedem ( > 0 ein ((() > 0, so daß für alle Zerlegungen Z mit der Feinheit 
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Der Nachweis dieser Bemerkung ist bereits auf Blatt Unter- und Obersummen unter Bemerkung 3 erbracht worden.

Anmerkung:
Berechnen wir für die Dirichletsche Funktion 
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Unter- und Oberintegral, so haben wir eine strikte Ungleichung vorliegen; denn es ist
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Bemerkung 3
(Additivität von Unter- und Oberintegral)

Sei 
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 eine beschränkte Funktion und 
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Diese beiden Aussagen sind bereits auf Blatt Unter- und Obersummen unter Bemerkung 4 gezeigt worden.

Mit Hilfe von Unter- und Oberintegral geben wir nun eine zur Definition 1 äquivalente Definition des Riemann-Integrals, was allerdings noch zu zeigen ist.

Definition 3
(Riemann-Integral)

Gegeben sei eine beschränkte Funktion 
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so heißt dieser gemeinsame Grenzwert das Riemann-Integral von f über 
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bezeichnet. Die Funktion f selbst wird als Riemann-integrierbar (R-integrierbar) bezeichnet.

Bemerkung 4
Die beiden Definitionen zum R-Integral sind äquivalent.

„
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“ Sei die Funktion f gemäß Definition 1 R-integrierbar.

Dann gibt es zu jedem ( > 0 ein ((() > 0, so daß für alle Zerlegungen Z mit einer Feinheit von 
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Nehmen wir nun eine solche Zerlegung  Z : a = x0 < x1 < ..... < xn = b mit 
[image: image47.wmf](

)

(

)

e

d

<

d

Z

 sowie eine Zwischenpunktwahl 
[image: image48.wmf](

)

n

1

,.....,

x

x

=

x

 mit 
[image: image49.wmf](

)

a

b

k

k

M

f

-

e

-

>

x

 (Supremumseigenschaft !), so erhalten wir die Abschätzung
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und damit
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Analog vollzieht sich der Beweis für die Abschätzung
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Da  ( > 0 beliebig gewählt war und nach Bemerkung 2 stets 
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 gilt, haben Ober- und Unterintegral denselben Wert. Nach Definition 3 ist somit f R-integrierbar.

Wir zeigen nun die andere Richtung.

„
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“ Sei die Funktion f gemäß Definition 3 R-integrierbar.

Dann gilt die Gleichheit von Ober- und Unterintegral und wir haben
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Also gibt es zu jedem ( > 0 ein ((() > 0, so daß für alle Zerlegungen Z mit einer Feinheit von 
[image: image56.wmf](

)

(

)

e

d

<

d

Z

 gilt:


a) 
[image: image57.wmf](

)

Z

,

f

U

dx

)

x

(

f

b

a

<

e

-

ò


(Supremumseigenschaft !)


b) 
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(Infimumseigenschaft !)

Da die Riemannschen Summen bei beliebiger Zwischenpunktwahl ( stets zwischen Unter- und Obersummen liegen, haben wir folgende Ungleichungskette
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und damit
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Also ist f nach Definition 1 R-integrierbar.

Satz 1

(Riemannsches Integrabilitätskriterium)

Eine beschränkte Funktion 
[image: image61.wmf][

]

IR

b

,

a

:

f

®

 ist genau dann R-integrierbar, wenn zu jedem ( > 0 eine Zerlegung Z existiert mit
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“ Die Funktion f sei R-integrierbar.

Sein ( > 0 beliebig vorgegeben. Nach Bemerkung 2 gibt es eine Zerlegungen Z mit
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und damit wegen vorausgesetzter Gleichheit von Unter- und Oberintegral
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“ Die (-Bedingung ist erfüllt.

Diese Richtung ist klar; denn es gilt folgende Ungleichungskette:
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Satz 2

(R-integrierbare Funktionen)

Jede stetige und jede monotone Funktion 
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Stetige Funktionen

Die Funktion f ist auf dem abgeschlossenen Intervall 
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Ferner gibt es in jedem Teilintervall 
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 eine Minimalstelle 
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. Für die Differenz aus Ober- und Untersumme haben wir somit die Abschätzung
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Also läßt sich die Differenz unter jede (-Schranke bringen, so daß die Aussage aus dem Riemannschen Integrabilitätskriterium  folgt.

Monotone Funktionen

Für jede Zerlegung 
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 haben wir für den Fall monotoner Zuwächse
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Also läßt sich die Differenz unter jede (-Schranke bringen, so daß die Aussage aus dem Riemannschen Integrabilitätskriterium  folgt.

Entsprechend zeigt man die Aussage für monoton fallende Funktionen.

Beispiel 1
(R-Integral der Treppenfunktion)

Sei 
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Die Aussage ist klar (siehe dazu Beispiel 5 auf Blatt Unter- und Obersummen).
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