Die Quadratwurzel aus 2 – eine irrationale Zahl

Beträgt der Flächeninhalt eines Quadrates etwa 9 cm2, so weiß man sofort, daß die Seite dieses Quadrates 3 cm sein muß. Man hätte auch eine andere Zahl nehmen können, wäre aber vermutlich dann auf Schwierigkeiten gestoßen.

Schon die Alten Griechen standen vor dem Problem, die Seitenlänge eines Quadrates bei bekanntem Flächeninhalt anzugeben. Doch damals fand man für den allgemeinen Fall, daß der Flächeninhalt eine beliebige positive Zahl ist, keine Lösung. Das lag wohl daran, daß die positive rationale Zahl als der Inbegriff des antiken Zahlenverständnisses zu betrachten ist und den Mathematikern der Antike ein Gespür für Grenzwertprozesse fehlte.

Daß es eine Zahl x geben muß, die mit sich selbst multipliziert 2 ergeben muß, war den Griechen aus folgendem Grunde klar.

Sie konstruierten einfach ein Quadrat mit Flächeninhalt 2, indem sie zwei Quadrate mit Flächeninhalt 1 an der Diagonalen teilten und zu einem neuen Quadrat zusammen setzten.
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Allerdings konnten sie auch zeigen, daß es keine rationale Zahl gibt, die mit sich selbst multipliziert 2 ergibt. Und damit hatten sie ein Problem, daß erst die Mathematik der Neuzeit mit ihrem Grenzwertbegriff zu lösen vermochte. Wer übrigens an diesem Beweis interessiert ist, kann im Netz nachsehen auf der Seite

www.t-online.de/home/arndt.bruenner/mathe/9/wurzel2irrational.htm
Euklids Auffassung, daß inkommensurable Strecken sich nicht wie Zahlen verhalten, zeigt eben ihr Denken in rationalen Zahlen.

Wie läßt sich nun aber diese Zahl x, deren Quadrat 2 ist, analytisch fassen? Die Vorgehensweise ist nicht nur besonders einfach, sondern vermittelt auch einen ersten Eindruck vom Wesen des Grenzwertprozesses.

So gibt der nachfolgend formulierte Algorithmus an, wie aus einem Rechteck mit den Seitenlängen a = 2 und b = 1 durch „entsprechende Seitenmanipulationen“ Schritt für Schritt Rechtecke entstehen, die mit „gewünschter Genauigkeit“ das Quadrat mit Flächeninhalt 2 annähern. Dabei bietet sich das Tabellenprogramm EXCEL als nützliches Hilfsmittel an.

Algorithmus:
Der Übergang vom n-ten zum (n+1)-ten Rechteck



Sind an und bn die Seiten des n-ten Rechteckes, so seien mit
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die Seiten des (n+1)-ten Rechteckes gewählt.

	 
	Seite an
	Seite bn
	Flächeninhalt

	1. Rechteck
	2
	1
	2

	2. Rechteck
	1,5
	1,33333333333333
	2

	3. Rechteck
	1,41666666666667
	1,41176470588235
	2

	4. Rechteck
	1,41421568627451
	1,41421143847487
	2

	5. Rechteck
	1,41421356237469
	1,41421356237150
	2

	6. Rechteck
	1,41421356237309
	1,41421356237310
	2


Wie der EXCEL-Tabelle zu entnehmen ist, führt der angegebene Algorithmus bereits beim fünften Schritt zu einem Rechteck, dessen Seiten sich erst bei der 13. Nachkommastelle voneinander unterscheiden. Somit sind zwei Zahlenfolge konstruiert worden, die sich beide – die eine von oben und die andere von unten – der gesuchten Zahl x beliebig nähern, die somit den Grenzwert von zwei Folgen rationaler Zahlen darstellt.

Mit den beiden Zahlenfolgen ließe sich auch eine sogenannte Intervallschachtelung angeben. Aber das Prinzip der Intervallschachtelung gehört zum Stoff der Oberstufe und soll daher nicht weiter ausgeführt werden.

Festhalten möchten wir dennoch folgende

Bemerkung
Irrationale Zahlen lassen sich als Grenzwert rationaler Zahlenfolgen auffassen und damit beliebig annähern. Somit ist jede gewünschte Genauigkeit zu erzielen. In unserem Beispiel definiert man die Zahl x, die mit sich selbst multipliziert 2 ergibt, wie folgt:
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Somit ist 
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 die Zahl, die mit sich selbst multipliziert 2 ergibt. Näherungsweise ist entsprechend der obigen Tabelle 
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Übrigens:
Quadriere einmal die Zahl 1,414213562373 und betrachte das Ergebnis im Hinblick auf die Genauigkeit !
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