Flächeninhalt einer Ordinatenmenge

Mit Hilfe des Riemannschen Kriteriums werden wir nun auf diesem Blatt zeigen, daß der Ordinatenmenge stetiger sowie monotoner Funktionen stets ein Flächeninhalt zugeordnet werden kann. In beiden Falle werden wir dann für die Inhaltsberechnung häufig den Vorteil der Riemannschen Summen nutzen, in der Zwischenpunktwahl frei zu sein und nur noch Folgen von Riemannschen Summen – sogenannte Riemannfolgen – zu betrachten.

Darüber hinaus wollen wir bei der Flächenberechnung von Ordinatenmengen nicht mehr nur Funktionen 
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 betrachten, sondern auch solche mit Wertebereich IR. Dann müssen wir allerdings die uns bekannte Definition für den Flächeninhalt etwas abändern. Erinnern wir uns!

Definition 1
(Flächeninhalt einer Ordinatenmenge)

Gegeben sei eine beschränkte Funktion 
[image: image2.wmf][

]

[

[

¥

®

,

0

b

,

a

:

f

. Bezeichnen wir mit 
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 das Maß von Flächen in der Ebenen, so läßt sich der Ordinatenmenge
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genau dann ein Flächeninhalt zuordnen, wenn 
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Das nachfolgende einfache Beispiel zeigt bereits, daß wir bei Funktionen 
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 nur dann den Grenzwert der Riemannschen Summen als Flächeninhalt für die Ordinatenmenge verwenden können, wenn f keine negativen Funktionswerte hat.

Beispiel 1
(Flächeninhalt der Ordinatenmenge der Winkelhalbierenden)

Gegeben sei die Funktion 
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 sowie eine beliebige Zerlegung  Z : a = x0 < x1 < ..... < xn = b  des Intervalls mit der ZPW 
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. Dann gilt für den Flächeninhalt der Ordinatenmenge M(f):
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1. Fall 
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In diesem Falle gibt es nichts zu zeigen. Der Flächeninhalt stimmt mit dem Grenzwert der Riemannschen Summen überein.

2. Fall 
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Die Riemannschen Summen der Funktion 
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 nehmen auf dem Intervall 
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 negative Werte an. Da der Flächeninhalt aber grundsätzlich eine positive Zahl ist, betrachten wir auf 
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 die Spiegelung  an der x-Achse – nämlich die Funktion 
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 betrachten wir die Funktion 
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Auf beiden Intervallen konvergieren die Riemannschen Summen und es ist
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und

[image: image21.wmf](

)

[

]

(

)

2

b

,

Z

,

f

S

lim

2

b

,

0

0

Z

=

x

c

×

®

d


und damit für die Ordinatenmenge 
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3. Fall 
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Wir betrachten die Funktion -f  auf dem Intervall 
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 folgt die Behauptung.

Das Beispiel zeigt sehr gut, daß bei Funktionen mit Wertebereich IR es ausreicht, den Flächeninhalt der Ordinatenmenge von 
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 zu berechnen. Dabei wird ausgenutzt, daß sich Funktionen 
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 als Differenz zweier nichtnegativer Funktionen darstellen lassen.

Mit den folgenden Bezeichnungen wollen wir den Sachverhalt präzisieren:
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Offenbar sind die beiden Funktionen
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nichtnegativ und es ist 
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Damit sind wir in der Lage, den Flächeninhalt einer Ordinatenmenge einer beschränkten Funktion 
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 zu definieren. Dabei verzichten wir auf den Nachweis, da es anschaulich klar ist, daß aus der Konvergenz von 
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Definition 2
(Flächeninhalt einer Ordinatenmenge)

Gegeben sei eine beschränkte Funktion 
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. Bezeichnen wir mit 
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 das Maß von Flächen in der Ebenen, so läßt sich der Ordinatenmenge
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genau dann ein Flächeninhalt zuordnen, wenn 
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Wenden wir uns nun den beiden Hauptaussagen dieses Blattes zu und erinnern uns an das Riemannsche Kriterium auf dem Blatt Unter- und Obersummen, wonach einer Ordinatenmenge genau dann ein Flächeninhalt zugeordnet werden kann, wenn es zu jedem 
[image: image41.wmf]0

>

e

 eine Zerlegung Z gibt mit 
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. Diese (-Bedingung haben wir also nachzuweisen für den Fall stetiger und monotoner Funktionen.

Satz 1

(Ordinatenmenge einer stetigen Funktion)

Der Ordinatenmenge einer stetigen Funktion 
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 läßt sich stets ein Flächeninhalt zuordnen.

Die Funktion f ist auf dem abgeschlossenen Intervall 
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Ferner gibt es in jedem Teilintervall 
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 eine Minimalstelle 
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. Für die Differenz aus Ober- und Untersumme haben wir somit die Abschätzung
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Also läßt sich die Differenz unter jede (-Schranke bringen und die Aussage ist damit gezeigt.

Satz 2

(Ordinatenmenge einer monotonen Funktion)

Der Ordinatenmenge einer monotonen Funktion 
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 läßt sich stets ein Flächeninhalt zuordnen.

Für jede Zerlegung 
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 haben wir für den Fall monotoner Zuwächse
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Entsprechend zeigt man die Aussage für monoton fallende Funktionen.

In den nachfolgenden Beispielen betrachten wir nur stetige oder monotone Funktionen. Aufgrund der beiden vorher gehenden Sätze ist damit die Konvergenz der Riemannschen Summen gesichert, so daß wir uns bei der Berechnung des Flächeninhaltes für Ordinatenmengen stets auf Riemannfolgen beschränken können.

Beispiel 1
(Funktion 
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Die Ordinatenmenge der Funktion 
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Wir betrachten die Zerlegungsfolge 
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 und bilden die Riemannsche Summe
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Für 
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ergibt und damit die Behauptung.

Beispiel 2 
(Hyperbel)

Die Ordinatenmenge der Funktion 
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Wir betrachten die Zerlegungsfolge 
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 aus Beispiel 1 und bilden die Riemannsche Summe
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Da 
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 ist (siehe Blatt Wichtige Grenzwerte von Zahlenfolgen) ist, gilt für den Grenzwert der Riemannfolge
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Damit ist die Aussage des Beispiels gezeigt.

Beispiel 3
(Exponentialfunktion)

Die Ordinatenmenge der Funktion 
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Wir betrachten die Zerlegungsfolge 
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 und der Zwischenpunktwahl 
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Da der erste Faktor für 
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Damit ist die Aussage gezeigt.

Dem nächsten Beispiel schicken wir eine Bemerkung über trigonometrische Funktionen voraus.

Bemerkung 1
(geschlossene Formen für Summen trigonometrischer Funktionen)



Für jede natürliche Zahl n gilt:
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Zum Nachweis der ersten Gleichung verwenden wir die Beziehung
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die sich aus dem Additionstheorem der Kosinusfunktion ergibt. Es gilt
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Zum Nachweis der zweiten Gleichung verwenden wir die beiden bekannten Beziehungen 



[image: image94.wmf]x

cos

2

e

e

ix

ix

×

=

+

-



und


[image: image95.wmf]x

sin

i

2

e

e

ix

ix

×

=

-

-




[image: image96.wmf](

)

1

i

2

-

=


und erhalten unter Verwendung der geometrischen Reihe
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Beispiel 4
(Sinusfunktion)

Die Ordinatenmenge der Funktion 
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Da nach den Regeln von de L’Hospital der Faktor vor der geschweiften Klammer gegen 1 strebt und die Sinus- wie Kosinusfunktion stetig sind, erhält man mit dem Additionstheorem der Kosinusfunktion als Grenzwert für die Riemannfolge
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Damit ist die Aussage des Beispiels gezeigt.

Beispiel 4
(Kosinusfunktion)

Die Ordinatenmenge der Funktion 
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Wir betrachten die Zerlegungsfolge 
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Da nach den Regeln von de L’Hospital der Faktor vor der geschweiften Klammer gegen 1 strebt und die Sinus- wie Kosinusfunktion stetig sind, erhält man mit dem Additionstheorem der Sinusfunktion als Grenzwert für die Riemannfolge
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Damit ist die Behauptung des Beispiels gezeigt.

Abschließend wollen wir noch den Flächeninhalt der Ordinatenmenge einer monotonen Funktion mit unendlich vielen Unstetigkeitsstellen berechnen.

Beispiel 5
(monotone Funktion)



Sei die Funktion 
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dann gilt für die Ordinatenmenge von f:
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Wir skizzieren den Graphen dieser monotonen Treppenfunktion f 
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( mit den entsprechenden MP’en )

Wir fahren auf diese Weise fort und erhalten für die n-te Zerlegung
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(j = 0, ....., n-2)

und schreiben für die 2n+1 Punkte der n-ten Zerlegung etwas bequemer
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Wählen wir als Zwischenpunktwahl 
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