Kochsche Kurve

Koch war der erste Mathematiker, der zeigte, daß es Kurven gibt, die überall stetig sind, aber an keiner Stelle ihres Definitionsbereiches eine Tangente besitzen. Um an eine Kurve eine Tangente zu konstruieren, muß sie „glatt“ sein. Was dies genau bedeutet, wird die Differentialrechnung noch zeigen. Jedoch soll an dieser Stelle bezüglich der Anschauung bereits darauf hingewiesen werden, daß etwa die Parabel an jeder Stelle diese „Glattheitsbedingung“ erfüllt, die Betragsfunktion 
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 aber an der Stelle x = 0 nicht. Alleine schon die Anschauung zeigt, daß es unmöglich ist, der Spitze der Betragsfunktion eine Tangente zuzuordnen.

Koch selbst hatte in einer Arbeit im Jahre 1906 eine Funktion definiert, der an keiner Stelle des Definitionsbereiches eine Tangente zugeordnet werden kann. Zu dieser Kurve gelangt man durch Grenzübergang. Dazu betrachten wir uns zunächst die folgenden vier Schaubilder:

Wir beginnen mit einer Geraden der Länge 1



1. Schritt


2. Schritt


3. Schritt

Entwicklung der Koch-Kurve

Wir beginnen mit einer Geraden der Länge 1 und dritteln diese. Sodann ersetzen wir im ersten Schritt das mittlere Drittel durch zwei Schenkel eines gleichseitigen Dreieckes mit Seitenlänge 
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. Die Länge des Streckenzuges beträgt somit nun 
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 und die Strecke besteht aus vier gleich langen Strecken.

Im zweiten Schritt ersetzen wir wieder jedes mittlere Drittel der vier Steckenteile durch zwei Schenkel eines gleichseitigen Dreieckes mit Seitenlänge 
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Dieses Verfahren führen wir für jeden Streckenteil ad infinitum fort und erhalten so die Kochsche Kurve.

Länge der Koch-Kurve

Zur Berechnung der Länge L der Koch-Kurve berechnen wir zunächst die Länge Ln des Streckenzuges nach n Schritten.
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Wir kommen damit zu folgendem überraschenden Ergebnis: Nach einem Grenzübergang für 
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 können wir feststellen, daß die Länge der Koch-Kurve unendlich ist.

Damit ist klar, daß sich die Koch-Kurve nicht zeichnen, sondern lediglich zeichnerisch näherungsweise andeuten läßt – wie etwa in unserem Falle nach dem dritten Schritt.

Verbinden wir nun die Kochkurve mit der Ausgangsstrecke, so können wir sagen, daß die „unendlich lange“ Koch-Kurve ein Gebiet endlichen Flächeninhaltes umschließt. Es läßt sich darüber hinaus auch zeigen, daß die Koch-Kurve eine Dimension besitzt, die größer als 1 ist.
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