Regula falsi

Im Wesentlichen setzt die Regula falsi, die auch unter dem Namen Sekantenverfahren bekannt ist, bei der zu untersuchenden Funktion f die Bedingungen des Zwischenwertsatzes voraus. Die Existenz einer Nullstelle x0 ist damit gesichert und man kann sich der näherungsweisen Berechnung der Nullstelle zuwenden.

Grundidee des Verfahrens

1. Schritt (Berechnung der ersten Näherung)

Unter den Voraussetzungen des Zwischenwertsatzes (Nullstellensatz von Bolzano) ersetzt man bei der Regula falsi die Funktion f im Intervall [a, b]  durch eine Sekante, die durch die Punkte (a/f(a)) und (b/f(b)) geht. Die Nullstelle a1 der Sekanten wird dann als erste Näherung der Nullstelle x0 von f  interpretiert. Dabei kann man durchaus die Sekante im Sinne der linearen Interpolation als Approximation für f ansehen. Nachzulesen  unter

www.gimi.de/user_resources/198505//uploadedfiles/Lineare%20Interpolation.doc
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Die Nullstelle a1 der Sekanten erhält man, indem man die Sekantengleichung ermittelt und diese dann gleich 0 setzt.

2. Schritt (Berechnung der zweiten Näherung)

Mit der errechneten Nullstelle a1 der Sekanten erhält man sodann einen weiteren Kurvenpunkt – nämlich (a1/f(a1)). In einem zweiten Schritt wird dann eine Sekante durch die beiden Punkte (a1/f(a1)) und (b/f(b)) gelegt. Deren Nullstelle a2 stellt dann die zweite Näherung der Nullstelle x0 von f dar, wie das folgende Schaubild zeigt.









2. Sekante
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Durch Wiederholung der Schritte erhält man eine Folge von verbesserten Näherungswerten ak, die x0 zustreben. Damit ist die Grundidee des Verfahrens ausreichend dargelegt.

Rechenweg

Bevor wir uns jedoch der präzisen Formulierung des Verfahrens zuwenden, soll gezeigt werden, warum für die Regula falsi die Voraussetzungen des Zwischenwertsatzes  noch um eine weitere Bedingung zu ergänzen sind. Für die Anwendungen bedeutet dies – wie die Erfahrung zeigt – allerdings kaum eine Einschränkung. Betrachten wir dazu das folgende Schaubild.



Bei den einführenden Erklärungen zur Regula falsi sind wir von einer linksgekrümmten Kurve – man sagt auch dazu: f sei konvex – ausgegangen. Dies hatte zur Folge, daß die Näherungswerte von links der Nullstelle der Funktion zustrebten – die Iterationsfolge also streng monoton wachsend war – und der rechte Intervallrand fest blieb.

Im obigen Schaubild sehen wir nun den Fall einer rechtsgekrümmten Kurve – man sagt auch dazu: f sei konkav. Hier ist die Iterationsfolge nun streng monoton fallend und der linke Intervallrand bleibt fest.

Es ist also für die Bildung der Iterationsfolge durchaus interessant zu wissen, ob eine Funktion in dem betrachteten Intervall konvex oder konkav ist. Darüber hinaus spielt das Krümmungsverhalten der zu untersuchenden Funktion – wie das nächste Schaubild zeigt – auch unter einem anderen Gesichtspunkt noch eine entscheidende Rolle.
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2. Sekante
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Die Funktion f des Schaubildes ist auf dem betrachteten Intervall [a, b] sowohl links- als auch rechtsgekrümmt. Geht man von den beiden Intervallrändern a und b als Startwerte für die Regula falsi aus, so liegt bereits nach dem zweiten Schritt die Nullstelle der zweiten Sekante außerhalb des betrachteten Intervalls und bringt damit das Verfahren zum Scheitern.

Offenbar tritt dieser Fall nicht ein, wenn f entweder als konvex oder konkav vorausgesetzt wird. Wählen wir nämlich in unserem Schaubild etwa das kleinere Intervall [a’, b’], so führt  das Näherungsverfahren in der weiter oben beschriebenen Weise zum Ziel.

Damit haben wir gesehen, daß für die Regula falsi folgende Voraussetzungen notwendig sind:

1) Stetigkeit der Funktion auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b]

2) f(a) ( f(b) < 0 (unterschiedliche Vorzeichen der Funktionswerte)

3) f ist auf [a, b] entweder konvex oder konkav

In den Anwendungen – etwa in der Finanzmathematik bei der Berechnung des effektiven Zinsfußes – sind diese Voraussetzungen häufig gegeben.

Die Kriterien für das Krümmungsverhalten einer Funktion wollen wir noch in einer Definition festhalten.

Definition
(Konvexität, Konkavität)

Eine Funktion f : [a, b] 
[image: image1.wmf]®

 IR heißt streng konvex, wenn für alle u, v ( [a, b] und alle ( mit 0 < ( <1gilt:




f(((u + (1-()(v) < ((f(u) + (1 - ()(f(v)



f heißt streng konkav, wenn –f  streng konvex ist.

Die angegebene Konvexitäts-Bedingung bedeutet für u < v, daß der Graph von f im Intervall [u,v] unterhalb der Sekante durch (u/f(u)) und (v/f(v)) liegt.

Diese geometrische Interpretation kommt wohl in der folgenden äquivalenten Definition für Konvexität noch besser zum Ausdruck.

Für beliebige u, v ( [a, b] mit u < v gilt:
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für u < x < v.

Bei 
[image: image3.wmf]£

 spricht man übrigens von konvex !

Satz
(Regula falsi)

Für eine stetige und streng konvexe Funktion f : [a, b] 
[image: image4.wmf]®

 IR mit f(a) ( f(b) < 0 gibt es genau eine Nullstelle x0.

Für den Fall  f(a) < 0 und f(b) > 0 ist die Iterationsfolge 
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 mit dem Startwert a0 = a
streng monoton wachsend und konvergiert gegen die Nullstelle x0.

Für den Fall  f(a) > 0 und f(b) < 0 ist die Iterationsfolge
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 mit dem Startwert b0 = b
streng monoton fallend und konvergiert gegen die Nullstelle x0.


Für eine stetige und streng konkave Funktion f : [a, b] 
[image: image7.wmf]®

 IR mit f(a) ( f(b) < 0 gibt es genau eine Nullstelle x0.

Für den Fall  f(a) < 0 und f(b) > 0 ist die Iterationsfolge 
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 mit dem Startwert b0 = b
streng monoton fallend und konvergiert gegen die Nullstelle x0.

Für den Fall  f(a) > 0 und f(b) < 0 ist die Iterationsfolge
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 mit dem Startwert a0 = a
streng monoton wachsend und konvergiert gegen die Nullstelle x0.

Anmerkung
Für die in dem Satz formulierte Regula falsi gibt es viele Darstellungsformen – auch solche, die bezüglich der Konvergenz eine Verbesserung darstellen. Aber eine Vertiefung des Themas scheint mir im Rahmen einer Einführung für Oberstufenschüler doch zu weitgehend zu sein.

Sicherlich läßt sich das Verfahren auch in knapperer Form darstellen, indem etwa auf die breite Darstellung der unterschiedlichen Fälle verzichtet und eine allgemeinere Formel bevorzugt wird. Das aber erfordert dann einen höheren Arbeitsaufwand für Einsteiger, die sich meiner Ansicht nach am Anfang mehr der Idee zuwenden sollten. Nach einer gewissen Einarbeitungszeit stellt sich ohnehin der Wunsch nach Verallgemeinerung ein.

Übrigens: Da der Satz anschaulich klar und der formale Beweis nicht so ganz einfach ist – wie die nachfolgende Bemerkung ebenso wie die Beispiele andeuten werden – verzichten wir auf den Beweis, zumal später in der Differentialrechnung bessere mathematische Hilfsmittel bei der Untersuchung des Krümmungsverhaltens zur Verfügung stehen werden.

Für die nachfolgenden Beispiele einer näherungsweisen Berechnung der Nullstelle durch die Regula falsi formulieren wir noch die

Bemerkung
Die Parabel n-ter Ordnung ( n > 1) ist auf dem Intervall [0, ([ streng konvex.

Diese Behauptung sieht man durch vollständige Induktion ein. Wir haben nach der Definition der Konvexität zu zeigen, daß für jede natürliche Zahl n und x, y ( ]0, ([ gilt:
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n = 2 (Induktionsvoraussetzung)
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 n+1 (Induktionsschluß)
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Beispiel 1
Das Polynom 
[image: image16.wmf]1
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 besitzt auf dem Intervall ]-(, 0] genau eine Nullstelle.

Das Polynom ist als Summe einer streng konvexen Parabel dritter Ordnung (siehe Bemerkung) und einer konvexen Geraden wieder streng konvex.

Wegen f(0) = -1 < 0 und f(-3) = 
[image: image17.wmf]4

11

> 0 besitzt es nach dem Nullstellensatz von Bolzano eine Nullstelle, die wegen der Konvexität die einzige ist. Wir bilden mit dem Startwert b0 =0 nach der Regula falsi die streng monoton fallende Iterationsfolge
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und erhalten mit EXCEL folgende Tabelle.

	b0
	b1
	b2
	b3
	b4
	b5
	b6
	b7

	0,000000
	-0,800000
	-1,631841
	-2,124094
	-2,307482
	-2,362205
	-2,377357
	-2,381463

	b8
	b9
	b10
	b11
	b12
	b13
	b14
	b15

	-2,382569
	-2,382866
	-2,382946
	-2,382968
	-2,382974
	-2,382975
	-2,382976
	-2,382976


Nach 14 Schritten haben wir eine Genauigkeit bis auf sechs Nachkommastellen.

Beispiel 2
Berechne mit der Regula falsi näherungsweise 
[image: image19.wmf]5
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Äquivalent zur Aufgabe ist die Berechnung der Nullstelle der Funktion 
[image: image20.wmf]17
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. Nach der obigen Bemerkung ist f eine streng konvexe Funktion auf  [0, ([.

Wegen f(0) = -7 < 0 und f(2) = 25 > 0 besitzt die Parabel nach dem Nullstellensatz von Bolzano eine Nullstelle, die wegen der Konvexität auf [0, ([ die einzige ist. Wir bilden mit dem Startwert a0 = 0 nach der Regula falsi die streng monoton wachsende Iterationsfolge
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und erhalten mit EXCEL folgende Tabelle

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	0,000000
	0,560000
	0,960911
	1,226509
	1,373534
	1,439300
	1,463824
	1,472003
	1,474600

	a9
	a10
	a11
	a12
	a13
	a14
	a15
	a16
	 

	1,475409
	1,475661
	1,475738
	1,475762
	1,475770
	1,475772
	1,475773
	1,475773
	 


Nach 15 Schritten haben wir eine Genauigkeit bis auf sechs Nachkommastellen.

Beispiel 3
Die Funktion  
[image: image22.wmf]2
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  besitzt auf dem Intervall ]0, ([ genau eine Nullstelle.

Wir zeigen zunächst, daß 
[image: image23.wmf]x
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 und 
[image: image24.wmf]x
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 zwei konkave Funktionen sind und damit f als Summe konkaver Funktionen.

Konkavität der Wurzelfunktion
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Nach äquivalenten Umformungen erhalten wir eine wahre Aussage, womit die Konkavität der Wurzelfunktion gezeigt ist.

Konkavität der negativen Hyperbel
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Nach äquivalenten Umformungen erhalten wir eine wahre Aussage, womit die Konkavität der negativen Hyperbelfunktion gezeigt ist.

Wegen f(4) = 
[image: image27.wmf]4
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 < 0 und f(9) = 
[image: image28.wmf]9

8

 > 0 besitzt die Funktion f nach dem Nullstellensatz von Bolzano eine Nullstelle, die wegen der Konkavität auf ]0, ([ die einzige ist. Wir bilden mit dem Startwert b0 = 9 nach der Regula falsi die streng monoton fallende Iterationsfolge
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und erhalten mit EXCEL folgende Tabelle

	b0
	b1
	b2
	b3
	b4
	b5
	b6
	b7

	9,000000
	5,097561
	4,880569
	4,865656
	4,864615
	4,864542
	4,864537
	4,864537


Nach 6 Schritten haben wir eine Genauigkeit bis auf sechs Nachkommastellen.

Beispiel 4
Die Funktion  
[image: image30.wmf]3
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  besitzt auf dem [0, 2] Intervall genau eine Nullstelle.

Nach Beispiel 3 ist die Funktion 
[image: image31.wmf]3
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 streng konkav. Zeigen wir jetzt noch, daß 
[image: image32.wmf]2
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 streng konkav ist, so ist f als Summe von zwei streng konkaven Funktionen konkav.
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Nach äquivalenten Umformungen erhalten wir eine wahre Aussage, womit die Konkavität von 
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 und damit von f gezeigt ist.

Wegen f(0) = 2 > 0 und f(2) = -8 < 0 besitzt die Funktion f nach dem Nullstellensatz von Bolzano eine Nullstelle, die wegen der Konkavität auf [0, 2] die einzige ist. Wir bilden mit dem Startwert a0 = 0 nach der Regula falsi die streng monoton wachsende Iterationsfolge
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und erhalten mit EXCEL folgende Tabelle

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	0,000000
	0,400000
	0,706495
	0,912841
	1,035659
	1,102952
	1,138141
	1,156103

	a8
	a9
	a10
	a11
	a12
	a13
	a14
	a15

	1,165159
	1,169698
	1,171966
	1,173097
	1,173661
	1,173943
	1,174083
	1,174152

	b16
	b17
	b18
	b19
	b20
	b21
	b22
	 

	1,174187
	1,174205
	1,174213
	1,174217
	1,174220
	1,174221
	1,174221
	 


Nach 21 Schritten haben wir eine Genauigkeit bis auf sechs Nachkommastellen.

Wie die Beispiele und die Bemerkung gezeigt haben, ist der Nachweis der Konvexität bzw. der Konkavität mitunter sehr beschwerlich. Oftmals kennt man aber in etwa den Verlauf der Funktion und verzichtet auf solche Untersuchungen und überprüft einfach später die berechnete Nullstelle.

Mit der Differentialrechnung erhalten wir aber mathematische Hilfsmittel in die Hand, die die Formulierung weitaus besserer Verfahren – wie etwa das Newton-Verfahren – erlauben.

Dennoch sollte man bedenken, daß ein Vorteil der Regula falsi in den geringen Voraussetzungen liegt, denn eine Funktion muß lediglich stetig sein und ein bestimmtes Krümmungsverhalten aufweisen.
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