Sätze über stetige Funktionen und Anwendungen

Unter anderem erleichtern die nachfolgenden Behauptungen den Stetigkeitsnachweis für bestimmte Funktionen. Darüber hinaus vermitteln sie einen ersten Eindruck von der Bedeutung dieses Begriffes in der Mathematik. Wird allerdings der formale Aufwand für den exakten Beweis einer Behauptung zu groß, so beschränken wir uns auf eine Erklärung, die ausschließlich durch die Anschauung gestützt wird. Dies ist für die Oberstufe durchaus ausreichend, um dennoch ein Verständnis für diesen wichtigen Begriff in der Mathematik zu entwickeln.

Zunächst einmal werden wir – was eigentlich nahe liegt – die Stetigkeit mit der Konvergenz von Folgen verknüpfen. Dies ist – auch unter dem Gesichtspunkt von Stetigkeitsnachweisen –  von großem praktischen Nutzen, wie wir noch sehen werden.

Satz 1

Für eine Funktion f : ID 
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 IW gilt folgende Äquivalenz: Die Funktion f ist genau dann an der Stelle a ( ID stetig, wenn für jede Folge (xn)n(IN aus ID mit xn 
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 a gilt: f(xn) 
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 f(a).

Wir zeigen diese Behauptung in zwei Richtungen.

„
[image: image4.wmf]Þ

“ Sei f in a stetig.

Dann gibt es zu einem beliebigen ( > 0 ein ((() > 0, so daß aus x ( U((()(a) folgt: f(x) ( U((f(a)). Sei nun (xn)n(IN eine beliebige Folge mit xn 
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 a. dann gibt es zu ((() > 0 ein N, so daß für alle n > N xn ( U((()(a) ist und damit f(xn) ( U((f(a)). Dies heißt aber, daß f(xn) 
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 f(a).

„
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“ Für jede Folge (xn)n(IN aus ID mit xn 
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 a gelte f(xn) 
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 f(a).

Wir nehmen nun an, daß f nicht in a stetig sei. Dann gibt es ein ( > 0, für das kein ( > 0 existiert mit 
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Somit gibt es ein N ( IN, so daß es für jedes n > N ein xn ( ID gibt mit
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im Wiederspruch zur Voraussetzung f(xn) 
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 f(a).

Satz 2
Seien ID, IW und IZ Teilmengen von IR und f : ID 
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 IW sowie g : IW 
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 IZ zwei  Funktionen mit f ist in a stetig und g in f(a). Dann ist 
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in a stetig.

Zum Beweis dieser Behauptung wählen wir eine beliebige Folge (xn)n(IN aus ID mit xn 
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 a. Da f stetig in a ist, strebt nach Satz 1 f(xn) 
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 f(a). Somit gilt:
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Wir haben bereits gesehen, daß gleichmäßige Stetigkeit eine globale Eigenschaft ist, die etwa die Hyperbelfunktion nicht besitzt; denn „kleine“ Veränderungen führen dort je nach Untersuchungsstelle zu unterschiedlich „großen“ Veränderungen der Funktionswerte.

Daß solche Auswirkungen bei stetigen Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen nicht auftreten, zeigt der nächste

Satz 3

Gegeben sei die stetige Funktion f : [a, b] 
[image: image22.wmf]®

 IW. f ist dann schon gleichmäßig stetig auf dem Intervall [a, b].

Dieser Satz wird meistens mit sogenannten offenen Überdeckungen bewiesen. Da dies allerdings einen gewissen Formalismus erfordert, wollen wir uns lediglich mit einer anschaulichen Begründung begnügen.

Wie bereits erwähnt können wir eine stetige Funktion in einem Intervall in einem Zuge zeichnen. Da das Intervall abgeschlossen ist, muß die Funktion beschränkt sein, das heißt: Es gibt ein K ( IR mit |f(x)| < K für alle x aus dem Intervall [a, b]. Dann aber kann der Abstand |f(x) – f(y)| zweier Funktionswerte für beliebige x, y ( [a, b] mit |x – y| < ( nicht jede Schranke überschreiten. Mithin muß es für jedes ( > 0 ein Universal-( geben.

Der nachfolgende Satz  zeigt, daß auch die Summe, das Produkt und der Quotient stetiger Funktionen wieder stetig ist, und findet daher auch bei Stetigkeitsnachweisen häufig Anwendung.

Satz 4

Gegeben seien die beiden Funktionen f,g : ID 
[image: image23.wmf]®

 IW, die im Punkt a ( ID stetig seien. Dann gilt:

1) f + g ist stetig in a.

2) f ( g ist stetig in a.

3) 
[image: image24.wmf]g
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 ist stetig in a, sofern g(a) 
[image: image25.wmf]¹

 0

Diesen Satz sieht man mit Hilfe von Satz 1 sehr leicht ein. Sei dazu (xn)n(IN eine beliebige Folge mit xn 
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 a. Dann gilt mit Satz 1:

1) 
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2) und 3) beweist man analog.

Der nächste Satz zeigt, daß aus der Stetigkeit einer Funktion auch auf die Stetigkeit ihrer Umkehrfunktion geschlossen werden kann.

Satz 5
Gegeben sei die stetige Funktion f : ID 
[image: image28.wmf]®

 IW. Ist f streng monoton wachsend (fallend), so existiert von f die Umkehrfunktion f –1 : IW 
[image: image29.wmf]®

 ID. Diese ist dann ebenfalls stetig.

Auch den Beweis dieses Satzes wollen wir uns lediglich anschaulich klar machen. Wir wissen, daß der Graph von f –1 das Spiegelbild des Graphen von f an der Winkelhalbierenden ist. Dann ist aber klar, daß, wenn man f in einem Zuge zeichnen kann, man auch das Spiegelbild in einem Zuge zeichnen kann.

Aus den bisher aufgeführten fünf Sätze läßt sich nun folgern, daß die meisten in der Schule behandelten Funktionen stetig sind. Daß Geraden, Parabeln, Hyperbeln und Wurzelfunktionen stetig sind, wissen wir bereits aus Stetige Funktionen unter

www.gimmler.org/user_resources/237920//uploadedfiles/Stetige%20Funktionen%20.doc
Wir formulieren nun mit den neu gewonnenen Erkenntnissen den wichtigen

Satz 6

(Stetige Funktionen)

Die Betragsfunktion, ganzrationale Funktionen, gebrochenrationale Funktionen, Wurzelfunktionen, Potenzfunktionen, Exponentialfunktionen, Logarithmusfunktionen und trigonometrische Funktionen sind an jeder Stelle ihres Definitionsbereiches stetig.

Betragsfunktion
Die Betragsfunktion ist abschnittsweise definiert durch
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und damit für alle x ( IR\{0} stetig, da die Stetigkeit von Geraden bereits gezeigt wurde  Für die noch verbleibende kritische Stelle x = 0 ist die Betragsfunktion ebenfalls stetig, da links- und rechtsseitiger Grenzwert dort übereinstimmen.

Rationale Funktionen

Daß Geraden und Parabeln stetige Funktionen sind, hatten wir mit dem (-(-Kriterium gezeigt. Da wir rationale Funktionen als eine additive Zusammensetzung von Parabeln auffassen können, sind diese nach Satz 4 stetig.

Wurzelfunktionen
Nach Satz 5 sind die Wurzelfunktionen als Umkehrfunktionen von Parabeln stetig. Ihre Stetigkeit wurde auch bereits mit Hilfe des (-(-Kriteriums gezeigt.

Potenzfunktionen
Sei mit 
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 (m, n ( IN ) eine beliebige rationale Zahl gegeben. Zum Beweis der Stetigkeit der Potenzfunktion 
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 und g(x) = xm. Dann ist nach Satz 2 die Potenzfunktion 
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mit rationalem Exponenten

als Hintereinanderausführung stetiger Funktionen wieder stetig.

Für eine reelle Zahl ist die Potenz xr als Grenzwert definiert – und zwar
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für  eine rationale Zahlenfolge
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Ist nun 
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[image: image38.wmf]a

x

n

®

 und 
[image: image39.wmf](

)

IN

n

n

r

Î

 eine beliebige rationale Zahlenfolge mit Grenzwert r, dann gilt:
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Der erste und dritte Summand können aufgrund der Stetigkeit der Potenzfunktion an der Stelle x = 0 jedes beliebig vorgegebene ( > 0 unterschreiten sowie der zweite Summand aufgrund der Stetigkeit der Potenzfunktion mit rationalem Exponenten. Damit ist die Stetigkeit der Potenzfunktion mit reellem Exponenten gezeigt.

Exponentialfunktion

Aus 
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 (b > 0) können wir auf die Stetigkeit der Exponentialfunktion; denn es ist für eine beliebige Zahlenfolge 
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und damit strebt die rechte Seite für 
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 dem Wert 0 zu und unterschreitet somit jedes beliebig vorgegebene ( > 0.

Logarithmusfunktion
Die Logarithmusfunktion ist als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion nach Satz 5 stetig.

Trigonometrische Funktionen
Was die trigonometrischen Funktionen betrifft, so denken wir an deren Definition am Einheitskreis. Die Stetigkeit ist anschaulich einleuchtend; denn „kleine“ Änderungen des Bogenmaßes x führen auch nur zu „kleinen“ Änderungen der Funktionswerte sin(x), cos(x) und tan(x).

Mit unseren bisherigen Betrachtungen haben wir nun geklärt, daß die meisten in der Schule behandelten Funktionen stetig sind.

Die Bedeutung stetiger Funktionen wollen wir nun mit einigen Behauptungen noch unterstreichen, indem wir eine Aufgabenstellung aus der Praktischen Mathematik diskutieren wollen, die sich mit der näherungsweisen Berechnung von Nullstellen einer stetigen Funktion beschäftigt.

Dazu wollen wir zunächst einmal den beiden Begriffen Stetigkeit und gleichmäßige Stetigkeit einen weiteren wichtigen Begriff hinzufügen – nämlich den der Lipschitz-Stetigkeit.

Definition 1
(Lipschitz-Stetigkeit)

Sei f : ID 
[image: image46.wmf]®

 IW eine Funktion. Gibt es für alle x, y ( ID eine Konstante C > 0 mit
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so heißt f Lipschitz-stetig oder dehnungsbeschränkt.

Daß Lipschitz-stetige Funktionen stetig, ja sogar gleichmäßig stetig sind, ist mit der Wahl des Universal-(
((() = 
[image: image48.wmf]C
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trivial.

Geometrisch macht man sich die Eigenschaft der Lipschitz-Stetigkeit wie folgt klar: Welche zwei Kurvenpunkte einer Lipschitz-stetigen Funktion man auch mit einer Geraden verbindet, immer wird die Steigung dieser Geraden dem Betrage nach kleiner als die Dehnungsschranke C sein. Siehe dazu auch unter

www.gimmler.org/user_resources/237920//uploadedfiles/Schaubild%20zur%20Lipschitz-Stetigkeit.xls
Beispiel 1
(Wurzelfunktion)



Die Wurzelfunktion auf dem Intervall [a, ([ mit a > 0 ist Lipschitz-stetig.

Dies sieht man mit Hilfe des 3. Binoms leicht ein; denn es ist für beliebige x, y ( [a, ([
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Damit ist C =
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 die gesuchte Dehnungsschranke (oder auch Lipschitz-Konstante).
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a

Aufgabe
Welches Ergebnis erhält man, wenn man bei der Wurzelfunktion in Beispiel 1 als Definitionsbereich das Intervall [0, ([ wählt?

Häufiger treten in den Anwendungen Lipschitz-stetige Funktionen mit einer Dehnungsschranke C < 1 auf. Solche Funktionen werden dann kontrahierend genannt oder auch eine Kontraktion. 

Solche Kontraktionen besitzen – wie der nachfolgende Satz aufzeigen wird – sogenannte Fixpunkte, die näherungsweise berechnet werden können. Dieses Verfahren, Fixpunkte zu berechnen, kann unter gewissen Voraussetzungen auch dazu verwandt werden, eine Nullstelle einer Funktion zu berechnen, deren Existenz zwar nachgewiesen aber deren Wert unbekannt ist.

Mit solchen Problemen – wie etwa die näherungsweise Bestimmung einer Nullstelle – befaßt sich die Praktische Mathematik und wir hätten damit einen ersten Anwendungsfall für stetige Funktionen kennen gelernt.

Definition 2
(Fixpunkt)

Gegeben sei eine Funktion f : ID 
[image: image51.wmf]®

 IW. Gilt für eine Zahl a ( ID die Gleichung




f(a) = a,

so nennt man a einen Fixpunkt von f.

Wir formulieren jetzt den angekündigten Kontraktionssatz, der in der Mathematik auch unter Banachscher Fixpunktsatz bekannt ist, und werden diesen dann an einem Beispiel erläutern.

Satz 7

(Kontraktionssatz)

Gegeben sei eine Kontraktion f : [a, b] 
[image: image52.wmf]®

 [a, b] – man sagt auch dazu kontrahierende Selbstabbildung. Dann besitzt f genau einen Fixpunkt a. Dieser Fixpunkt a ist Grenzwert der Iterationsfolge (an)n(IN, die wie folgt fest gelegt ist:



a0
sei ein beliebiger Startwert aus [a, b]   und

an+1 = f(an)
mit  n = 0, 1, 2, …

Obwohl uns einige Hilfsmittel zum Beweis dieses Satzes fehlen, wollen wir ihn dennoch in groben Zügen skizzieren und auf die Beweislücken hinweisen.

Da es sich nach Voraussetzung um eine Kontraktion handelt gelten sukzessiv folgende Abschätzungen:
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und so weiter und schließlich
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Unter Verwendung der geometrischen Summenformel können wir dann weiter für jede natürlich Zahl k abschätzen, daß
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Da C < 1 ist, können wir 
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 für jedes k beliebig klein machen. Damit ist (an)n(IN eine sogenannte Cauchyfolge, die in dem abgeschlossenen Intervall einen Grenzwert a besitzt.

Cauchyfolgen werden im Allgemeinen in der Oberstufenmathematik nicht behandelt und wir wollen dies auch nicht vertiefen, zumal die Abschätzungen unsere Ergebnisse ja nahe legen.

Abschließend wollen wir uns nur noch klar machen, daß a der einzige Fixpunkt von f ist. Daß f als Kontraktion stetig ist, haben wir im Rahmen der Definition der Lipschitz-Stetigkeit gesehen. Aufgrund der Stetigkeit gilt also:
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Damit ist a ein Fixpunkt von f. Ist nun b ein weiterer Fixpunkt von f, so haben wir folgende Ungleichung:
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Da aber nach Voraussetzung C < 1 ist, ist die Ungleichung nur für a = b richtig – mithin gibt es nur einen Fixpunkt von f.

Die Aussage des Kontraktionssatzes wollen wir uns nun an einem Beispiel klar machen.

Beispiel 2
(Berechnung eines Fixpunktes)

Die Funktion f : [0, 1] 
[image: image60.wmf]®

 [0, 1] mit 
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 besitzt mit a = 
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 genau einen Fixpunkt.

1)
Wir zeigen zunächst, daß die Voraussetzungen des Kontraktionssatzes erfüllt sind.
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Ferner ist für alle x ( [0, 1] auch f(x) ( [0, 1], da f auf dem Intervall [0, 1] streng monoton fallend und somit 
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ist.

Somit ist f eine kontrahierende Selbstabbildung.

2)
Nach dem Kontraktionssatz konvergiert die Folge (an)n(IN mit an+1 = 
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 gegen den Fixpunkt a, den wir mit Hilfe einer EXCEL-Tabelle nun berechnen wollen.


Als Startwert nehmen wir a = 1 und berechnen die ersten 15 Zahlen der Iterationsfolge.

	a0
	1,00000000

	a1
	0,37500000

	a2
	0,54545455

	a3
	0,48529412

	a4
	0,50495050

	a5
	0,49835526

	a6
	0,50054885

	a7
	0,49981712

	a8
	0,50006097

	a9
	0,49997968

	a10
	0,50000677

	a11
	0,49999774

	a12
	0,50000075

	a13
	0,49999975

	a14
	0,50000008

	a15
	0,49999997


Die links stehende EXCEL-Tabelle legt die Vermutung nahe, daß die Iterationsfolge gegen den Wert a = 
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In der Tat rechnet man nach, daß 
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 gilt.

Überdies verfügen wir mit dem Satz auch über eine grobe Fehlerabschätzung; denn es gilt mit der Kontraktionskonstanten C = 
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( im Beweis des Satzes:
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Diese Fehlerabschätzung läßt sich aber durch eine „genauere“ Wahl des Definitionsbereiches noch verbessern; denn das Verfahren konvergiert um so schneller, je kleiner C ist.

Geometrisch bedeutet die Berechnung des Fixpunktes von f, den Schnittpunkt von f mit der Winkelhalbierenden  zu ermitteln.
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Im Netz findet ihr hierzu ein schönes Applet sowie weitere Anmerkungen zum Kontraktionssatz unter

www.studienkolleg-bochum.de/ical/MultimediaVortragl-CAL/i-cal/banach.htm
Ihr braucht lediglich dort in der zweiten Aufgabe auf „Animation“ zu klicken.

Nullstellenberechnung mit Hilfe des Kontraktionssatzes

Wir hatten schon auf Seite 6 darauf hingewiesen, daß man unter gewissen Voraussetzungen auch den Kontraktionssatz verwenden kann, um die Nullstellen einer Funktion f auf einem vorgegebenen Intervall zu berechnen. Nicht immer kann man nämlich wie etwa im Fall einer ganzrationalen Funktion zweiten Grades die Lösungen durch einen expliziten Ausdruck angeben. Vielmehr bedient man sich dann – sofern die Voraussetzungen gegeben sind – verschiedener Näherungsmethoden, bei denen die Lösungen als Grenzwerte von Folgen dargestellt werden können.

In dem weiter unten aufgeführten Beispiel werden wir den Kontraktionssatz zur Bestimmung einer Nullstelle benutzen. Im Rahmen der Differentialrechung werden wir noch ein anderes Verfahren kennen lernen, daß unter dem Namen Newton-Verfahren bekannt ist.

Allerdings müssen wir unsere Aufmerksamkeit noch auf einen wichtigen Punkt lenken, bevor wir uns des Kontraktionssatzes zur näherungsweisen Berechnung von Nullstellen bedienen. Im Vorfeld muß nämlich klar sein, daß überhaupt eine Nullstelle existiert. Daher wollen wir eine Behauptung etwas näher untersuchen, die die Existenz einer Nullstelle sicher stellt. Untersuchen bedeutet freilich in unserem Falle, daß wir uns lediglich die Aussage der Behauptung plausibel machen, da uns auch hierfür noch die mathematischen Hilfsmittel fehlen. Dennoch: Der Satz ist anschaulich klar und läßt sich auch ohne strengen mathematischen Beweis akzeptieren.

Satz 8

(Nullstellensatz von Bolzano)

Gegeben sie eine stetige Funktion f : [a, b] 
[image: image71.wmf]®

 IR mit f(a)(f(b) < 0 (also die Funktionswerte von a und b haben unterschiedliche Vorzeichen). Dann existiert mindestens ein x0 ( [a, b] mit f(x0) = 0.

Die Aussage des Nullstellensatzes von Bolzano, der auch unter Zwischenwertsatz bekannt ist, wollen wir uns an zwei Schaubildern klar machen.
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Nullstelle  x0 von f

Wie wir bereits mehrfach gesehen haben, bedeutet Stetigkeit einer Funktion, daß sich deren Graph in einem Zuge zeichnen läßt. Besitzt nun eine stetige Funktion – wie im linken Bild – an den Rändern Funktionswerte mit unterschiedlichen Vorzeichen, so muß sie beim Zeichnen notwendigerweise die x-Achse schneiden. Dies braucht natürlich bei einer unstetigen Funktion – wie im rechten Bild – nicht der Fall zu sein.

Beispiel 3
(Nullstelle eines Polynoms n-ten Grades, n ungerade)



Gegeben sei ein Polynom n-ten Grades mit

f(x) = an(xn + an-1(xn-1 + ..... + a2(x2 + a1(x + a0,
wobei n eine ungerade natürliche Zahl und an, an-1, .... , a2, a1 und a0 reelle Zahlen seien mit an 
[image: image72.wmf]¹

 0. Dann existiert ein x0 ( IR mit f(x0) = 0.

Daß solche Polynome eine Nullstelle besitzen sieht man leicht mit dem Satz von Bolzano ein, wenn man sich daran erinnert, daß ein Polynom n-ten Grades mit ungeradem n im Unendlichen Grenzwerte mit unterschiedlichem Vorzeichen hat, daß also
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gilt. Siehe hierzu nochmals nach unter

www.gimmler.org/user_resources/237920//uploadedfiles/Erste%20wichtige%20Grenzwerte.doc
Wählt man nun ein Intervall [a, b] hinreichend groß, so sind für die Funktion f – eingeschränkt auf das Intervall [a, b] – die Voraussetzungen des Satzes von Bolzano erfüllt, zumal bekanntlich Polynome stetige Funktionen sind.

Nun kommen wir endlich zu unseren angekündigten Beispielen. Dabei wollen wir mit einem einfachen beginnen, wo wir zur Kontrolle die Nullstelle noch explizit ausrechnen können.

Beispiel 4
(Näherungsweise Berechnung einer Nullstelle)



Gegeben sei die Funktion
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Sie besitzt mit 
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 eine Nullstelle.

1)
Wir zeigen zunächst einmal, daß f eine Nullstelle besitzt.

Dazu zeigen wir in Anlehnung an den Nullstellensatz von Bolzano, daß die Funktionswerte an den Rändern unterschiedliche Vorzeichen besitzen. Es ist
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und
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Da f als Zusammensetzung stetiger Funktionen wieder eine stetige Funktion ist, existiert nach dem Nullstellensatz von Bolzano ein a ( 
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 mit f(a) = 0.

2)
Näherungsweise Berechnung der Nullstelle mit dem Kontraktionssatz

Um überhaupt den Kontraktionssatz anwenden zu können, müssen wir das Problem etwas umformulieren. Es gilt nämlich mit 
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 die folgende Äquivalenz:

f(x) = 0

  
[image: image82.wmf]Û



g(x) = x

Diese bietet nun den Vorteil, daß mit der Ermittlung des Fixpunktes von g das Problem der Nullstellenberechnung von f gelöst ist. Wir haben nur noch zu zeigen, daß g die Voraussetzungen des Kontraktionssatzes erfüllt.

Für alle x, y ( 
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 erhalten wir folgende Abschätzung:
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Zudem gilt für alle x ( 
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. Damit ist gezeigt, daß g eine Kontraktion ist und der Kontraktionssatz seine Anwendung finden kann. Es besitzt also g genau einen Fixpunkt, der wegen der aufgeführten Äquivalenz mit der Nullstelle von f übereinstimmen muß. Wir bilden daher die Iterationsfolge mit



[image: image87.wmf]1

x

)

x

(

g

x

2

1

2

n

n

1

n

-

+

=

=

+


und Startwert
x0 = 0

und benutzen wieder das Tabellenprogramm EXCEL zur Berechnung der ersten 15 Zahlen.

	x0
	0,00000000

	x1
	-0,29289322

	x2
	-0,23463314

	x3
	-0,25498140

	x4
	-0,24832486

	x5
	-0,25055672

	x6
	-0,24981424

	x7
	-0,25006190

	x8
	-0,24997937

	x9
	-0,25000688

	x10
	-0,24999771

	x11
	-0,25000076

	x12
	-0,24999975

	x13
	-0,25000008

	x14
	-0,24999997

	x15
	-0,25000001


Wie zu Beginn des Beispiels erwähnt wurde, läßt sich die Lösung der Gleichung auch explizit ausrechen. Mit wenigen äquivalenten Umformungen erhält man als Lösung für f(x) = 0 die Zahl 
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Die EXCEL-Tabelle zeigt nun die ersten 15 Zahlen der Iterationsfolge. Dabei ist x15 schon „recht nahe“ der exakten Lösung.

Das Schaubild zeigt den Graphen von f.


Als nächstes wollen wir uns mit einem Beispiel befassen, wo wir die Nullstelle eben nicht explizit ausrechnen können und in der Tat auf ein Näherungsverfahren angewiesen sind.

Beispiel 5
Untersuche die Funktion
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auf Nullstellen und berechne diese gegebenenfalls.

1)
Existenzbeweis

Wir rechnen nach, daß 
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 ist. Damit besitzt die stetige Funktion f, die ja eine Zusammensetzung stetiger Funktionen ist, an den Rändern des Intervalls [0, 1] Funktionswerte mit unterschiedlichen Vorzeichen und besitzt damit nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle a.

Für beliebige x, y ( [0, ([ mit x < y erhalten wir wegen
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daß die Funktion f auf ihrem Definitionsbereich streng monoton fällt und daher a die einzige Nullstelle ist.

2)
Berechnung der Nullstelle

Wir definieren – ähnlich wie in Beispiel 4 – eine Funktion g : [0, 1] 
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 IW durch 
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und zeigen, daß g die Voraussetzungen des Kontraktionssatzes erfüllt.

Die Funktion g ist ebenfalls streng monoton fallend mit dem maximalen Wert 
[image: image96.wmf]2
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 und dem minimalen Wert 
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, so daß IW eine Teilmenge des Intervalls [0, 1] ist.

Darüber hinaus gilt für beliebige x, y ( [0, 1] folgende Abschätzung:
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Damit ist g eine Kontraktion, die genau einen Fixpunkt besitzt, der wegen der Äquivalenz

f(x) = 0

  
[image: image99.wmf]Û



g(x) = x
mit der Nullstelle von f identisch sein muß.

Wir bilden mit dem Startwert x0 = 1 und 
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 die Iterationsfolge, die gegen a konvergiert und erhalten nach zehn Schritten
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3)
Fehlerabschätzung

Bereits in Beispiel 2 hatten wir feststellen können, daß der Kontraktionssatz uns auch eine Fehlerabschätzung zur Verfügung stellt, die angibt, wie weit ein Glied der Iterationsfolge vom Grenzwert noch entfernt ist.

Daher wollen wir jetzt abschätzen, wie exakt 
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 die Nullstelle a angibt. Es ist
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Somit gibt 
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 die Nullstelle a bereits bis auf 9 Nachkommastellen genau an.

Berechne selbst f an der Stelle x = 
[image: image105.wmf]10
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 und überprüfe das Ergebnis!

Zum Schluß wollen wir uns noch einen Satz plausibel machen, der in den Anwendungen ebenfalls eine große Rolle spielt. Mehr dazu werden wir allerdings erst im Rahmen der Differentialrechnung erfahren.

Satz 9

(Satz vom Maximum und Minimum)

Jede in einem abgeschlossenen Intervall [a, b] definierte stetige Funktion hat dort einen größten Funktionswert (Maximum) und einen kleinsten Funktionswert (Minimum). Maximum und Minimum sind wie folgt definiert:

Maximum

Gilt für ein 
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So nennt man 
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die Maximalstelle und 
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Minimum


Gilt für ein 
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So nennt man 
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die Minimalstelle und 
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Die Aussage des Satzes machen wir uns an den beiden folgenden Schaubildern klar.
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Das linke Schaubild zeigt eine stetige Funktion auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b]. Zeichnet man nun den Graphen der Funktion stetig (beginnend an der Stelle a und endend an der Stelle b), so muß sie notwendigerweise ein Maximum und ein Minimum haben.

Anders verhält es sich bei dem rechten Schaubild. Hier sieht man den Graphen der Hyperbel 
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 auf  dem offenen Intervall ]0, ([. Auch die Hyperbel ist stetig auf ihrem Definitionsbereich ]0, ([. Aber der Definitionsbereich ist kein abgeschlossenes Intervall. Das Verhalten der Funktion an den Rändern des Intervalls wird daher durch die Grenzwerte
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und
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charakterisiert. Wir sehen also, daß die Abgeschlossenheit des Definitionsbereiches eine wesentliche Voraussetzung für die Existenz von Maximum und Minimum ist.
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