Bogenlänge und Krümmung

Auf dem Blatt Länge einer Kurve ist für eine stetig differenzierbare Funktion 
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 gezeigt worden, daß die Länge der von f erzeugten Kurve sich nach der Formel
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berechnen läßt. Auf diesem Blatt beschäftigen wir uns nun mit den beiden wichtigen Begriffen Bogenlänge und Krümmung aus der Differentialgeometrie.

Definition 1
(Bogenlänge)

Gegeben sei eine stetig differenzierbare Funktion 
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 ein fixierter Punkt des Intervalls, so heißt die Funktion
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die Bogenlänge der von f erzeugten Kurve vom Punkt 
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 aus gemessen.
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Definition und Schaubild vermitteln sofort, was unter einer Bogenlänge zu verstehen ist. Etwas komplizierter verhält es sich da schon mit dem Begriff der Krümmung einer Kurve in einem ihrer Punkte.

Geben wir uns dazu die von irgendeiner zweimal stetig differenzierbaren Funktion f erzeugte Kurve vor und betrachten Kurvenstücke gleicher Länge – wie etwa 
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Dann stellen wir fest, daß offenbar unter der Auswahl aller Kurvenstücke gleicher Länge die Krümmung dort am größten ist, wo einem Kurvenstück der größte Schnittwinkel eines Normalenpaares gegenüber liegt.
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Darüber hinaus können wir sagen:

Der Schnittwinkel des Normalenpaares ist der Winkel  
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, um den sich die Tangente „dreht“, wenn der Punkt P auf der Kurve vom Punkt P0 
[image: image10.wmf](

)

P

,

P

s

s

0

=

D

 weit entfernt ist.

Somit können wir auf sinnvolle Weise die „mittlere Krümmung“ für ein Kurvenstück als eine Verhältnisgröße auffassen, die die Änderung des Schnittwinkels 
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 der Änderung des Kurvenstückes 
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 gegenüber stellt.

Betrachten wir P0 als fixierten  und P als variablen Kurvenpunkt, so können wir mit Hilfe der Formel für Schnittwinkel ( siehe Blatt Schnittwinkel zweier Kurven)
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den Schnittwinkel 
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 als eine Funktion von x auffassen und erhalten
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Mit den Ausführungen geben wir schließlich folgende

Definition 2
(Krümmung)

Sei 
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eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und ferner 
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. Bezeichnet s die Bogenlänge aus Definition 1 und 
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 den Schnittwinkel in Abhängigkeit von x, dann bezeichnet
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die Krümmung der Kurve im Punkt x0.

Beispiel 1
(Kreiskrümmung)

Gegeben sei die Funktion 
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 (r > 0). Dann erzeugt f einen Halbkreis und für jeden Punkt 
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Für die Bogenlänge haben wir nach Definition 1
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und damit nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechung
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Für den Schnittwinkel haben wir aufgrund obiger Formel
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und damit nach der Kettenregel
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Die Behauptung des Beispiels folgt dann sofort aus
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Wie bereits die Anschauung nahe legt, zeigt somit Beispiel 1, daß ein Kreis in jedem seiner Kurvenpunkte dieselbe Krümmung besitzt. Ebenso klar ist mit dem Beispiel, daß ein Kreis mit Radius R schwächer gekrümmt ist als ein Kreis mit Radius r, wenn r < R ist.

Erzeugt man in dem obigen Beispiel für r > 0 die Kurve durch die Funktion
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so ermittelt man für jeden Kurvenpunkt die negative Krümmung 
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, obwohl man, da g die Spiegelung von f an er x-Achse ist, vielleicht dasselbe Ergebnis erwartet hätte. Im Grunde genommen haben f und g auch dieselbe Krümmung (eben dem Betrage nach), nur daß f linksgekrümmt und g rechtsgekrümmt ist. Links- und Rechtskrümmung drückt sich somit im Vorzeichen der Krümmung aus. Eine weitere Erklärung für das Vorzeichen wird sich noch bei der Parameterdarstellung von Kurven ergeben.

Bemerkung 1
(Krümmungsformel)

Sei 
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 eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann besitzt die Kurve im Punkt 
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Beim Nachweis der Aussage gehen wir ähnlich vor wie in Beispiel 1. So haben wir für die Bogenlänge
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   und damit nach dem Hauptsatz   
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Für den Schnittwinkel 
[image: image37.wmf]a

 in Abhängigkeit von x haben wir
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und nach Anwendung der Ketten- und Quotientenregel als erste Ableitung
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und damit aus Stetigkeitsgründen
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Die Behauptung der Bemerkung folgt dann sofort aus
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Anschaulich klar ist, daß Kurven ihr Krümmungsverhalten nicht ändern, wenn sie in der Ebenen verschoben oder gedreht werden. Wir wollen dies am Beispiel der Quadrat- und Wurzelfunktion untersuchen und diesem eine Bemerkung zu Drehungen in der Ebenen voran stellen.

Bemerkung 2 (Drehung)

Ein Punkt 
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 entgegen dem Uhrzeigersinn (positiver Drehsinn) gedreht. Dann lauten seine neuen Koordinaten




[image: image46.wmf](

)

(

)

b

×

-

b

×

=

¢

sin

y

cos

x

x

   sowie   
[image: image47.wmf](

)

(

)

b

×

+

b

×

=

¢

cos

y

sin

x

y

.

Der Nachweis beruht im Wesentlichen auf den Additionstheoremen der Sinus- und Kosinusfunktion. So ist
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und
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Anmerkung:
Bei der Drehungsabbildung bevorzugt man im Allgemeinen die Matrizenschreibweise (Drehmatrix). Aber für unsere Zwecke reicht die Darstellung vollkommen aus. So erhält man bei einer 90°-Drehung des Punktes 
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 um den Ursprung den Punkt 
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, wie man leicht durch Rechnen bestätigt.

Beispiel 1
(Krümmung der Quadrat- und Wurzelfunktion)

Gegeben sei die Wurzelfunktion 
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 sowie die Quadratfunktion 
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. Dann wird der Graph von f durch eine 90°-Drehung um den Ursprung entgegen dem Uhrzeigersinn in den Graphen von g übergeführt und für alle
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dieselbe Krümmung.

Im Grunde genommen ist anschaulich klar, daß das Krümmungsverhalten von der Drehung unberührt bleibt. Wir weisen dazu einfach nach, daß ein Punkt von 
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 genau dann dieselbe Krümmung hat wie ein Punkt von 
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, wenn beide den gleichen Abstand zum Ursprung haben.


Wir berechnen die Krümmung der Kurve Gf  im Punkt 
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 und erhalten mit Bemerkung 1
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Nun fragen wir danach, welcher Punkt der Kurve Gg dieselbe Krümmung aufweist und erhalten
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Somit besitzt der Punkt 
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 der Kurve Gg dieselbe Krümmung wie der Punkt 
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Mit Bemerkung 2 stellen wir zudem fest, daß der Punkt 
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 durch eine 90°-Drehung um den Ursprung entgegen dem Uhrzeigersinn in den Punkt  
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 übergeführt wird, und haben damit die Aussage des Beispiels gezeigt.

Beispiel 2
(Verschiebung der Quadratfunktion)

Gegeben seien die beiden Quadratfunktionen 
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). Dann wird der Graph von f durch eine Verschiebung um a in Richtung der Horizontalen sowie eine Verschiebung um b in Richtung der Vertikalen in den Graphen von g übergeführt und für alle
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und
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dieselbe Krümmung.

Den Nachweis dieser Aussage bestätigt man leicht durch Nachrechnen.

Mit den beiden voran gehenden Beispielen haben wir gesehen, daß Verschiebungen oder Drehungen am Krümmungsverhalten der Kurve nichts verändert haben, was ja auch zu erwarten war.

Aussagen dieser Art werden aber in der Differentialgeometrie weitaus allgemeiner und eleganter formuliert, wozu an dieser Stelle jedoch noch das notwendige Rüstzeug fehlt.
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