Evolute

Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion 
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 besitzt für jeden Kurvenpunkt 
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 einen Krümmungskreis (siehe Blatt Krümmungskreis und Krümmungsradius) mit dem Mittelpunkt



[image: image3.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¢

¢

¢

+

+

¢

¢

¢

+

×

¢

-

=

0

2

0

0

0

2

0

0

0

0

x

f

x

f

1

x

f

x

f

x

f

1

x

f

x

x

M

.

Stellt man nun einen funktionalen Zusammenhang e her zwischen der x-Koordinate und der y-Koordinate des Mittelpunktes 
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, indem man sich vom Parameter 
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x

 befreit, so wird von der Funktion e eine Kurve erzeugt, die als Einhüllende der Normalen der Ausgangskurve von f betrachtet werden kann.

Definition 1
(Evolute)

Sei 
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 eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und 
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 der Mittelpunkt des Krümmungskreises zum Kurvenpunkt 
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. Dann bezeichnet man den geometrischen Ort aller Krümmungsmittelpunkte als Evolute.

Beispiel 1
(Evolute der Normalparabel)

Die Evolute der Parabel – auch Neilsche Parabel genannt – genügt der folgenden Gleichung:
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Nach Bildung der ersten und zweiten Ableitung und Verwendung der obigen Mittelpunktsformel erhalten wir
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und damit
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und
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Ersetzen wir nun in der zweiten Gleichung 
[image: image13.wmf]0
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 durch 
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, so folgt die Aussage des Beispiels.

Im nachfolgenden Schaubild ist die Parabel, deren Evolute sowie eine Gerade zu sehen, die für die Parabel eine Normale und für die Evolute eine Tangente ist.
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Beispiel 2
(Evolute einer Wurzelfunktion)

Die Evolute des Graphen von 
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Nach Bildung der ersten und zweiten Ableitung und Verwendung der obigen Mittelpunktsformel erhalten wir
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und damit
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Ersetzen wir nun in der zweiten Gleichung 
[image: image21.wmf]0
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 durch 
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, so folgt die Aussage des Beispiels.

Im nebenstehenden Schaubild sehen wir wie in Beispiel 1 Funktionsgraph, Evolute und eine Normale.

Anmerkung:
Drehen wir den Graphen der Wurzelfunktion aus Beispiel 2 um 45° entgegen dem Uhrzeigersinn um den Ursprung, so erhalten wir den Graphen der Funk​tion 
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; denn bei einer 45°-Drehung geht
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über und zudem ist
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Achtung: Die Kurve der Evolute wird nicht von einer Funktion erzeugt ! Warum wohl ?
[image: image80.wmf]0
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Die nachfolgende Bemerkung nutzen wir, um zunächst die Darstellung einer Ellipsengleichung zu ermitteln. Dabei lassen wir uns von der sogenannten Fadenkonstruktion leiten, wie sie in dem neben stehenden Schaubild dargestellt ist. Werden die Enden eines Fadens in den beiden Punkten 
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 befestigt, so entsteht eine Ellipse, wenn bei gespanntem Faden eine 360°-Drehung um den Ursprung vollzogen wird.

Man nennt e die Brennweite (Exzentrizität) und für a > b (a/0) den Hauptscheitel sowie (0/b) den Nebenscheitel.

Nach der Fadenkonstruktion der Ellipse ist die Summe der beiden Abstände des Kurvenpunktes P zu den Brennpunkten 
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Bemerkung 1
(Ellipsengleichung)

Die Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, für die die Summe der Abstände von zwei festen Punkten konstant ist. Ist der Ursprung der Mittelpunkt der Ellipse, so lautet ihre Gleichung
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Die Koordinaten des Kurvenpunktes 
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 genügen unter Verwendung des Satzes von Pythagoras der Gleichung
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Damit ist die Aussage der Bemerkung gezeigt.

Im nachfolgenden Beispiel soll die Ellipsenevolute berechnet werden, wofür wir die analytische Darstellung der Ellipse
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verwenden wollen.

Beispiel 3
(Evolute einer Halbellipse)

Die Evolute der Halbellipse 
[image: image37.wmf][
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Für die erste und zweite Ableitung haben wir
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und damit nach der Mittelpunktsformel
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In der Koordinatendarstellung eliminieren wir den Parameter 
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, indem wir in
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Anmerkung:
Die Evolutengleichung der Ellipse wird meistens in der Form
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angegeben.


Anmerkung:

Für den Fall a = b geht die Ellipse in einen Kreis über und für jeden Kurvenpunkt ist
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Somit besteht die Evolute eines Kreises lediglich aus seinem Mittelpunkt.

In der nächsten Bemerkung werden wir die analytische Darstellung der sogenannten Schleppkurve (Traktrix; trahere = ziehen, schleppen) ermitteln. Um eine Vorstellung von ihrem Verlauf zu erhalten, kann man beispielsweise die Spur verfolgen, die die Mitte der Hinterachse eines Wagens beschreibt, wenn die Mitte der Vorderachse sich längs einer Geraden bewegt.

Die gedachte Linie zwischen den beiden Achsenmitten ist dabei stets eine Tangente zur Schleppkurve.

Darüber hinaus ist zu bemerken, daß die Länge der Tangenten konstant ist und dem Achsenabstand entspricht.

Bemerkung 2
(analytischen Darstellung der Schleppkurve, Traktrix)

Den Graphen einer Funktion 
[image: image50.wmf]]

]

[

[

¥

®

,

0

a

,

0

:

f

 mit a > 0 nennt man eine Schleppkurve, wenn für deren Tangente t in einem beliebigen Punkt 
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Aufgrund dieses konstanten Abstandes zwischen dem Schnittpunkt von t mit dem y-Achse und dem Berührpunkt von t mit der Kurve ergibt sich mit der zusätzlichen Bedingung 
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 die folgende analytische Darstellung:




[image: image54.wmf](

)

2

2

2

2

x

a

x

a

a

x

ln

a

x

f

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

×

-

=


Zum Nachweis der Behauptung betachten wir das folgende Schaubild

Da der Abstand nach Voraussetzung zwischen dem Schnittpunkt der Tangenten t mit der y-Achse und dem Berührpunkt von t mit dem Graphen der Funktion f  stets a ist, erhalten wir die folgende Gleichung:
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Da die Tangentensteigung stets negativ ist, kennen wir somit die erste Ableitung von f. Wir sind also fertig, wenn wir die Stammfunktion von 
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 ermittelt haben. Dazu werden wir zweimal die Substitutionsregel anwenden. Es ist
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Nun machen wir die Substitution rückgängig, indem wir für die Substitution 
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und
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verwenden.
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Wegen 
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 lautet somit die Funktionsvorschrift von f
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Beispiel 4
(Evolute einer Schleppkurve)

Die Schleppkurve, die von der Funktion aus Bemerkung 2 erzeugt wird, besitzt die Evolute mit der Funktionsvorschrift
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wobei mit arccosh die Umkehrfunktion des Hyperbelkosinus bezeichnet wird.

Für die erste und zweite Ableitung haben wir
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und damit nach der Mittelpunktsformel
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In der Koordinatendarstellung eliminieren wir den Parameter 
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, indem wir in
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und erinnern mit der nachfolgenden Rechung daran, daß der logarithmische Ausdruck in der Tat die Umkehrfunk​tion des Hyperbelkosinus ist.

Dazu lösen wir die Gleichung 
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Die Lösung der quadratischen Gleichung ist 
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