Krümmungskreis und Krümmungsradius

Ähnlich wie die Tangente an den Graphen einer differenzierbaren Funktion f die Steigung im Berührpunkt beschreibt, so gibt der Krümmungskreis an den Graphen einer zweimal differenzierbaren Funktion die Krümmung im Berührpunkt wieder. Wir wollen daher auf diesem Blatt zu einer gegebenen zweimal stetig differenzierbaren Funktion 
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den Krümmungskreis zu einem bestimmten Punkt 
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Zunächst wollen wir jedoch nachweisen, daß ein durch die Funktion
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erzeugter Halbkreis bereits vollständig bestimmt ist, wenn für irgendein 
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 Funktionswert und Krümmung bekannt sind. Ist dabei der Wurzelausdruck positiv, so ist der Halbkreis rechtsgekrümmt und im negativen Falle linksgekrümmt.

Bemerkung 1
Für einen durch die Funktion 
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 erzeugten Halbkreis seien an der Stelle 
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bekannt. Dann gilt für die Koordinaten a und b des Mittelpunktes und den Radius r 
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Zum Nachweis ermitteln wir zunächst die beiden ersten Ableitungen von 
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und damit das folgende Gleichungssystem
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II

[image: image19.wmf](

)

[

]

(

)

(

)

(

)

C

a

x

r

1

a

x

r

a

x

1

C

a

x

r

r

2

0

2

2

0

2

2

0

2

0

2

2

2

3

=

-

-

×

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

-

-

+

-

Û

=

-

-

-


III

[image: image20.wmf](

)

(

)

2

0

2

2

0

2

a

x

r

b

A

A

b

a

x

r

-

-

=

-

Û

=

+

-

-

.

Das Gleichungssystem lösen wir nun auf, indem wir den Wurzelausdruck in I und II durch den Ausdruck 
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 aus III ersetzen. Somit lautet das neue Gleichungssystem
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so daß wir zunächst mit II* und dann mit I* und schließlich mit I
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erhalten.

Anmerkung:
Benutzen wir in der Radiusformel statt B 
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, so erkennen wir in ihr den Kehrwert der Krümmung wieder.

Das zuvor ausgegebene Ziel, zu einem bestimmten Punkt einer Funktion einen Krümmungskreis zu bestimmen, ist nun nichts anderes mehr als eine Folgerung aus Bemerkung 1.

Bemerkung 2
(Krümmungskreis eines Kurvenpunktes)

Gegeben sei eine zweimal stetig differenzierbare Funktion 
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, wobei I ein Intervall sei. Dann gilt für den Mittelpunkt M und den Radius r des Krümmungskreises zum Punkt 
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Den Radius r bezeichnet man als Krümmungsradius.

Mit 
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 folgt die Behauptung aus Bemerkung 1.

Anmerkung:
Krümmungskreis und Kurve haben mit 
[image: image37.wmf](

)

(

)

0

0

x

f

x

 einen Berührpunkt 2. Ordnung, da
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ist.


Der Krümmungskreis ist der Kreis, der die Kurve in diesem Punkt am besten annähert.


Für den Fall 
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 benutzen wir den linksgekrümmten Halbkreis und für den Fall 
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 den rechtsgekrümmten.

Beispiel 1
(Krümmungskreis zur Normalparabel)



Der Krümmungskreis zum Kurvenpunkt 
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und den Radius
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Die Aussage des Beispiels folgt sofort aus Bemerkung 2. Wir wollen jedoch den Sachverhalt am nachfolgenden Schaubild betrachten.

Zu sehen sind die Krümmungskreise zu den beiden Punkten O und P. Dabei können wir folgende Beobachtungen machen:

1. Wenn die Krümmung in der Nähe eines Punktes entweder nur zunimmt oder nur abnimmt – wie etwa bei P – so schneidet der Krümmungskreis die Parabel. Dies ist im Ursprung O nicht der Fall.

2. Die Normale in den Kurvenpunkten geht durch den Mittelpunkt des jeweiligen Krümmungskreises.

Beobachtung 2 nehmen wir zum Anlaß, auf neue Weise den Mittelpunkt M eines Krümmungskreises zu bestimmen – nämlich mit Hilfe der Kurvenormalen. Dazu betrachten wir das Schaubild einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion 
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 mit der Normalen im fixierten Kurvenpunkt 
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 sowie mit der im variablen Kurvenpunkt 
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Zur Bestimmung des Mittelpunktes M des Krümmungskreises an den Kurvenpunkt 
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 nutzen wir aus, daß der Schnittpunkt S(u) der beiden Normalen aus Stetigkeitsgründen sich M nähert, wenn der Kurvenpunkt P dem Kurvenpunkt 
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 zustrebt. Zur Berechung des Schnittpunktes S(u) bestimmen wir die Funktionsgleichungen der beiden Normalen und setzen diese gleich. Es ist
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Da f zweimal stetig differenzierbar ist, erhalten wir bei 
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 – etwa mit den Regeln von de L’Hospital – für die x-Koordinate von S(u)
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was aufgrund von Bemerkung 2 auch zu erwarten war.

Beispiel 2
(Krümmungskreis zur Exponentialfunktion)



Die Exponentialfunktion  
[image: image54.wmf](

)

x

e

x

f

=

 ist am stärksten im Punkt 
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 gekrümmt. Für den Krümmungskreis an P gilt:
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Nach der Krümmungsformel gilt für die Krümmung im Punkt 
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Bilden wir die erste und zweite Ableitung von k, so erhalten wir



[image: image60.wmf](

)

(

)

0

2

ln

k

=

-

¢


und

[image: image61.wmf](

)

(

)

0

2

ln

k

<

-

¢

¢


und wissen somit, daß 
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 eine Maximalstelle von k ist. Setzen wir nun den Wert in die Krümmungsformel ein, so erhalten wir mit
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die Krümmung in P, dessen Kehrwert den Krümmungsradius darstellt. M ergibt sich durch Einsetzen in die Formel für den Mittelpunkt (Bemerkung 2).


Anmerkung:
Die Logarithmusfunktion ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion – also die Spiegelung an der Winkelhalbierenden. Somit ist die sie am stärksten im Punkt 
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