Länge einer ebenen Kurve

Ähnlich wie bei der Definition des Flächeninhaltes einer Punktmenge in der Ebenen, wo wir den elementaren Inhalt eines Rechteckes zu Grunde legten, gehen wir bei der Definition der Länge einer ebenen Kurve vor.

Mit dem Satz des Pythagoras kennen wir nämlich die Länge L einer Geraden g zwischen zwei Punkten 
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, wie dem nachfolgenden Schaubild zu entnehmen ist.

Ist die Gerade g  durch 
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 gegeben, so gilt für die Länge der Geraden zwischen den beiden Punkten P1 und P2
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Damit sind wir auch in der Lage, die Länge eines Polygonzuges zu berechnen, der n+1 Punkte 
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 durch Geraden miteinander verbindet. Es gilt offenbar
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Nun legt uns die Anschauung nahe, die Länge einer ebenen Kurve durch Polygonzüge zu approximieren. Dazu betrachten wir zunächst eine beliebige Funktion 
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 sowie eine Zerlegung 
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 des Intervalls 
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Mit 
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 bezeichnen wir den Polygonzug, der durch die Punkte 
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 geht und mit 
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 dessen Länge.

Bemerkung 1
(Monotonie)

Sei 
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 irgendeine Funktion und Z sowie 
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 zwei Zerlegungen des Intervalls 
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 ist somit Verfeinerung von Z). Dann gilt:
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Zum Nachweis der Behauptung genügt es, zur Zerlegung 
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 die Verfeinerung 
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 zu betrachten, wobei u kein Zerlegungspunkt sein soll. Dann gibt es ein 
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Damit ist die Aussage der Bemerkung gezeigt.

Die Bemerkung zeigt, daß mit zunehmender Feinheit der Zerlegung die Länge eines Polygonzuges zu einer gegebenen Funktion f wächst. Wird nun das Supremum über alle Zerlegungen gebildet und ist dieses endlich, so wird man diesen Wert als Länge der von f erzeugten Kurve auffassen.

Nun wird man – alleine schon von der Anschauung her – nicht annehmen, jeder durch f erzeugten Kurve eine Länge zuordnen zu können, zumal es schwer fallen muß, etwa beim Graphen der Dirichletschen Funktion von einer Kurve zu sprechen. So ist es sinnvoll, in diesem Zusammenhang zumindest für die Funktion f die Stetigkeit voraus zu setzen..

Definition 1
(Rektifizierbarkeit einer Kurve)

Sei eine stetige Funktion 
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 gegeben. Sodann heißt die von f erzeugte Kurve rektifizierbar, wenn
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ist. L(f) heißt die Länge der Kurve.

Die Kochsche Kurve – die natürlich kein Funktionsgraph ist – mahnt dennoch mit ihrer unendlichen Länge, auch bei stetigen Funktionen hinsichtlich der Rektifizierbarkeit vorsichtig zu sein, (siehe Blatt Kochsche Kurve). Ein Beispiel für eine von einer Funktion erzeugten Kurve, die nicht rektifizierbar ist, stellt etwa der Brownsche Pfad dar.

Wir jedoch wollen diesen Sachverhalt nicht weiter vertiefen und für die weiteren Betrachtungen stetig differenzierbare Funktionen voraus setzen; denn in diesem Falle läßt sich eine Formel zur Berechnung der Kurvenlänge angeben. Zu erwähnen bleibt aber, daß die stetige Differenzierbarkeit nicht notwendig ist für die Rektifizierbarkeit einer Kurve.

Satz 1

(Rektifizierbarkeit stetig differenzierbarer Funktionen)

Eine stetig differenzierbare Funktion 
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 ist gemäß Definition 1 rektifizierbar und ihre Länge berechnet sich nach der Formel
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Zum Nachweis der Aussage wählen wir eine Zerlegung 
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 des Intervalls 
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 und erhalten damit für die Länge des Polygonzuges
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Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es nun ein 
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ist. Da jedoch 
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 eine stetige und damit R-integrierbare Funktion ist, haben wir mit 
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 eine Riemannsche Summe vorliegen, die gegen
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konvergiert, womit die Aussage des Satzes gezeigt ist.

Beispiel 1
(Länge eines Parabelabschnittes)

Gegeben sei der Parabelabschnitt 
[image: image38.wmf][

]

IR

a

,

0

:

f

®

 mit 
[image: image39.wmf](

)

2

2

1

x

x

f

×

=

. Dann gilt für die Länge des Parabelabschnitts
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Wir bemerken zuvor, daß wegen
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wir folgende Stammfunktion haben:
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Für die Berechnung der Kurvenlänge gilt nun nach Satz 1
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Eine Stammfunktion für den Integranden ermitteln wir mit Hilfe der partiellen Integration. Es ist
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und damit
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Mit dem Einsetzen der Integrationsgrenzen folgt die Aussage des Beispiels.

Beispiel 2
(Länge des Einheitskreises)

Gegeben sei die Funktion 
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. Die von f erzeugte Kurve stellt sodann einen Halbkreis mit Radius 1 dar. Für ihre Länge gilt:
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Damit beträgt der Umfang des Einheitskreises 
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Nun stellt der Integrand gerade die Ableitung der Umkehrfunktion der Sinusfunktion dar, so daß
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ist und wir für 
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 die Behauptung erhalten.
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