Mittelwertsatz der Integralrechnung
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 eine äquidistante Zerlegung des Intervalls mit 
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Bilden wir nun das arithmetische Mittel von den n Funktionswerten der Zerlegungspunkte (außer Anfangspunkt a)
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so gilt offenbar
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Dennoch darf man es als problematisch ansehen, bei 
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 von einem „mittleren Wert“ zu sprechen; denn mag es im linken Schaubild noch einigermaßen zutreffen, so erkennt man im rechten Schaubild sofort, daß 
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 entscheidend von der Anzahl der Zerlegungspunkte abhängt. Erst dann könnte man im rechten Schaubild  bei 
[image: image9.wmf](

)

f

M

n

 von einem „mittleren Wert“ sprechen, wenn durch eine „hinreichend“ feine Zerlegung die Schwankungen der Funktion auf  dem Intervall 
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Verfügen wir jedoch mit 
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 über eine R-integrierbare Funktion, so ließe sich in natürlicher Weise nach einem Grenzwertprozeß ein Mittelwert definieren; denn es ist in diesem Falle
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wobei für die Zwischenpunktwahl 
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 eine Riemannfolge, die aufgrund der R-Integrierbarkeit von f konvergent ist. Diesen Grenzwert
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nennen wir dann den Mittelwert der Funktion f. Damit haben wir folgenden

Satz 1

(Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Ist  
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 eine R-integrierbare Funktion, so gibt es eine Zahl M(f) mit
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Besitzt die Funktion f darüber hinaus eine Stammfunktion, so gibt es ein 
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Die zweite Aussage des Satzes folgt sofort aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung und der Darstellung des Riemann-Integrals als Differenz 
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Eine geringfügige Verallgemeinerung des obigen Mittelwertsatzes ist

Satz 2

(erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sind 
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Ist zudem f stetig, so gibt es ein 
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Es genügt, die Aussage des Satzes für den Fall 
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Wegen  
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 und der Monotonie des Riemann-Integrals haben wir
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Ist nun  
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, so ist die Behauptung des Satzes trivialerweise richtig. Im Falle der Positivität haben wir



[image: image35.wmf](

)

(

)

(

)

dx

x

g

dx

x

g

x

f

M

b

a

b

a

ò

ò

×

=


die gesuchte Zahl.

Die zweite Aussage des Satzes folgt bei stetigem f aus dem Zwischenwertsatz, wonach es für die Zahl M mit
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ein Urbild 
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Das nachfolgende einfache Beispiel soll nochmals verdeutlichen, daß die zweite Aussage des Satzes in der Tat nur für stetiges f gelten kann.

Beispiel 1
(erweiterter Mittelwertsatz)

Für die beiden Funktionen 
[image: image38.wmf][

]

IR

b

,

a

:

g

,

f

®

 mit



[image: image39.wmf](

)

[

[

[

]

î

í

ì

Î

Î

-

=

2

,

1

x

1

1

,

0

x

1

x

f



und
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gilt nach dem erweiterten Mittelwertsatz der Integralrechnung
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Für 
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